
خونساري احمد دكتر

كوانتومي اطلاعات پردازش
۱۴۰۲ پاييز

۱۲ ارائه

مقدمه
مي پردازيم. Shor الگوريتم به ارائه اين در

تناوب دوره يافتن
نظر در را زير تابع مي پردازيم. تناوب دوره يافتن و تناوبي تابع مفهوم به بپردازيم Shor الگوريتم به اينكه از پيش

بگيريد:

f(x) = ax mod N. (۱)

مقسوم عليه N و a كه مي كنيم فرض ضمناً است. a < N و هستند مثبت صحيح اعداد دو هر N و a كه كنيد فرض
بزرگ مي تواند دلخواه صورت به x اما است N −1 تا 0 اعداد از يكي f(x) كه كنيد دقت ندارند. يك از بزرگتر مشترك
اين كه كرد ادعا مي شود بنابراين و كند خود تكرار به شروع نقطه يك در f(x) تابع كه است انتظار قابل بنابراين شود.
تابع تناوب دوره مي كنيم. تعريف زير صورت به را آن و مي دهيم نمايش r با را تابع اين تناوب دوره است. تناوبي تابع

شود: برقرار زير عبارت آن ازاي به كه است غيرصفر صحيح عدد كوچكترين f(x)

ar mod N = 1. (۲)

نشان را x افزايشي مقادير ازاي به f(x) تابع مختلف مقادير ۱ جدول باشد. N = 7 و a = 3 كنيد فرض مثال:
است. شش برابر تابع تناوب دوره بنابراين و مي شود يك برابر تابع حاصل x = 6 ازاي به كه مي كنيد ملاحظه مي دهد.
از استفاده مقدار اين يافتن براي Shor ايده است. سختي بسيار مسئله كلي حالت در f(x) تناوب دوره يافتن
يكاني عملگر ويژه بردار |ψ⟩ اگر كه بياوريد ياد به شديم. آشنا آن با قبلي ارائه در كه است كوانتومي» فاز «تخمين
يكاني عملگر يك U كنيد فرض زد. تخمين را e2iπθ ويژه مقدار در θ مقدار مي توان فاز تخمين از استفاده با باشد، U

مي كند: عمل زير صورت به كه باشد

U |y⟩ = |ay mod N⟩. (۳)
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f(x) تابع بودن تناوبي :۱ جدول

x f(x)

1 31 mod 7 = 3

2 32 mod 7 = 2

3 33 mod 7 = 6

4 34 mod 7 = 4

5 35 mod 7 = 5

6 36 mod 7 = 1

7 37 mod 7 = 3

8 38 mod 7 = 2

9 39 mod 7 = 6

10 310 mod 7 = 4
... ...

كنيد: توجه نكته دو به

مي شود: |1⟩ همان خروجي آنگاه كنيم اعمال |1⟩ روي بر مرتبه r را U عملگر اگر .۱

U r|1⟩ = |1⟩. (۴)

است: U عملگر ويژه بردار يك زير حالت .۲

|u0⟩ =
1√
r

r−1∑
k=0

|ak mod N⟩. (۵)

كه است ممكني  حالت هاي تمام و |1⟩ شامل فوق جمع كنيد دقت شويد متوجه را مطلب اين دليل آنكه براي
تمام دوباره شود اعمال |u0⟩ به U اگر ترتيب اين به مي آيند. بدست |1⟩ روي بر U عملگر چندباره اعمال از

نمي كند. تغيير حالت و مي شوند توليد فوق ممكن حالت هاي

تخمين زدن و كرد استخراج را زيادي اطلاعات نمي توان ترتيب اين به است. يك عدد برابر |u0⟩ بردار ويژه مقدار اما
از اطلاعاتي حاوي آن متناظر ويژه مقدار كه دهيم تغيير طوري را آن مي كنيم سعي بنابراين نمي كند. ما به كمكي آن

كنيم: ايجاد را زير حالت بتوانيم كنيد فرض باشد. تناوب دوره

|u1⟩ =
1√
r

r−1∑
k=0

e−
2ikπ
r |ak mod N⟩. (۶)
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مي رسيم: زير نتيجه به كنيم اعمال حالت اين بر را U عملگر اگر

U |u1⟩ =
1√
r

r−1∑
k=0

e−
2ikπ
r U |ak mod N⟩ = 1√

r

r−1∑
k=0

e−
2ikπ
r |ak+1 mod N⟩ (۷)

=
e

2iπ
r

√
r

r−1∑
k=0

e−
2i(k+1)π

r |ak+1 mod N⟩ = e
2iπ
r

√
r

r∑
k=1

e−
2ikπ
r |ak mod N⟩ (۸)

=
e

2iπ
r

√
r

(
e−

2irπ
r |ar mod N⟩+

r−1∑
k=1

e−
2ikπ
r |ak mod N⟩

)
(۹)

=
e

2iπ
r

√
r

(
|1⟩+

r−1∑
k=1

e−
2ikπ
r |ak mod N⟩

)
=
e

2iπ
r

√
r

r−1∑
k=0

e−
2ikπ
r |ak mod N⟩ (۱۰)

= e
2iπ
r |u1⟩. (۱۱)

كه: است اين باشيد داشته خاطر به بايد محاسبات اين در كه نكته اي

e
−2iπ×0

r = e
−2iπ×r

r = 1 (۱۲)
|a0 mod N⟩ = |ar mod N⟩ = |1⟩. (۱۳)

با را فوق عبارات مي توانيم راحتي به كه كنيد دقت است. r مورد در اطلاعاتي حاوي ويژه مقدار كه مي بينيم بار اين
ملاحظه راحتي به مي توان خاص صورت به دهيم. گسترش پايه حالت هاي ضرايب توان در صحيح عدد يك افزودن

هستند: برقرار s صحيح عدد مقدار هر ازاي به زير معادلات كه كرد

|us⟩ =
1√
r

r−1∑
k=0

e−
2iskπ

r |ak mod N⟩, (۱۴)

U |us⟩ = e
2isπ
r |us⟩. (۱۵)

را قبل ارائه در يك عدد متمايز ريشه N ) مي آوريم بدست «متفاوت» بردار s ما 0 ≤ s ≤ r− 1 ازاي به كه كنيد دقت
ناگهاني خيلي است ممكن تعريف اين كنند. استخراج مي توانند ما براي را تناوب دوره اطلاعات كه بياوريد) خاطر به
دو به منظور اين به است. حصول قابل كوانتومي فوريه تبديل ويژگي هاي از ساده  طور به حقيقت در اما برسد، نظر به
كنيد. توجه مي شود معرفي كمكي منابع در كه فاز» به ۱ جابه جاسازي «تبديل و تناوب» دوره كردن «معكوس ويژگي
|ak كه مي شوند باعث s مختلف مقادير k هر ازاي به است، k = 0 كه زماني جز به كه كنيد دقت نكته اين به حال
هم از مساوي فاصله با بردارها اين كه مي شوند باعث s مختلف مقادير واقع در كند. پيدا دوران مبدأ حول mod N⟩

شوند. توزيع واحد دايره روي بر
1Offset
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به مي مانند. باقي ها |a0 mod N⟩ فقط و مي كنند خنثي را يكديگر همگي كنيم جمع را آن ها اگر ترتيب اين به
نوشت: مي توان خاص صورت

1√
r

r−1∑
s=0

|us⟩ = |1⟩. (۱۶)

اين تمام ويژه مقدار كه كنيم توجه و است |1⟩ بردار برابر |us⟩ بردارهاي برهم نهي حاصل كه گفت مي توان بنابراين
مي توانيم بزنيم تخمين را |1⟩ ويژه بردار ازاي به U عملگر ويژه مقدار كنيم سعي ما اگر بنابراين است. e 2isπ

r برابر بردارها
از را r مقدار مي توانند كه دارند وجود كلاسيكي كارآمد روش هاي بياوريم. بدست 0 ≤ s ≤ r − 1 ازاي به را s

r
مقدار

مي شود. استفاده ۲ مسلسل كسر مفهوم از روش اين در آورند. بدست اندازه گيري نتايج مشاهده طريق

شبيه سازي
مي گيريم: نظر در را زير تابع شبيه سازي مثال عنوان به

f(x) = 2x mod 5. (۱۷)

مدار بتوانيم بايد اول گام در است. تابع اين تناوب دوره چهار كه كرد ملاحظه مي توان است. N = 5 و a = 2 بنابراين
دهد: انجام را زير عمليات بتواند كه كنيم طراحي را يكاني

U |y⟩ = |2× y mod 5⟩ (۱۸)

مدار بوسيله زير تبديل هاي بايد بنابراين مي كنيم. شروع |1⟩ ويژه بردار با را عمليات ما كه باشيد داشته خاطر به و
شود: ايجاد

U |1⟩ = |2× 1 mod 5⟩ = |2⟩ (۱۹)
U |2⟩ = |2× 2 mod 5⟩ = |4⟩ (۲۰)
U |4⟩ = |2× 4 mod 5⟩ = |3⟩ (۲۱)
U |3⟩ = |2× 3 mod 5⟩ = |1⟩. (۲۲)

شروع را شبيه سازي اينكه براي كنيد؟ بررسي را آن مي توانيد آيا مي دهد. انجام را كار اين ۱ شكل مدار كه كنيد توجه
مي كنيم: وارد را نياز مورد كتابخانه هاي ابتدا كنيم

2Continued fraction
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U |y⟩ = |2× y mod 5⟩ مدار :۱ شكل

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from numpy import pi
from qiskit import QuantumCircuit, Aer, execute
from qiskit.visualization import plot_histogram
from math import gcd
from numpy.random import randint
import pandas as pd
from fractions import Fraction

كيوبيت ازاي به سپس مي دهيم. تخصيص تخمين براي را كيوبيت تعدادي ما فاز محاسبه براي كه بياوريد خاطر به
مقدار يك كه مي نويسيم تابع يك منظور اين به ببينيد). را قبلي (ارائه مي كنيم اعمال بار 2j−1 را يكاني مدار j-ام

مي كند: اعمال را U مدار توان تعداد به كه مي سازد «كنترل شده» مدار يك و مي كند دريافت «توان»

def c_2power_mod5(power):
U = QuantumCircuit(3)
for iteration in range(power):

U.x(1)
U.cx(1, 2)
U.ccx(2, 1, 0)
U.x(2)
U.x(1)
U.ccx(2, 1, 0)
U.x(2)
U.x(1)

U = U.to_gate()
U.name = "[2^%i mod 5]" %power
c_U = U.control()
return c_U

مي سازيم: زير صورت به را فاز تخمين مدار سپس

n_count = 4
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qc = QuantumCircuit(n_count + 3, n_count)
for q in range(n_count):

qc.h(q)
qc.x(n_count + 3 - 1)
for q in range(n_count):

qc.append(c_2power_mod5(2**q), [q] + [i+n_count for i in range(3)])
qc = add_qft_inv(qc, n_count, use_barrier=False)
qc.barrier()
qc.measure(range(n_count), range(n_count))

ويژه بردار ورودي براي هم كيوبيت «سه» است. شده استفاده فاز تخمين براي كيوبيت» «چهار از كد اين در
اعمال هادامارد دريچه يك فاز تخمين مقدار متناظر كيوبيت  هاي تمام به سپس است. شده گرفته نظر در |1⟩

كيوبيت هر سپس كند. درست را مدارها براي |1⟩ ورودي تا است شده NOT آخر كيوبيت سپس است. شده
مورد بار 2q تعداد به q شماره كيوبيت خاص صورت به مي شود. اعمال U مدار به كنترلي كيوبيت عنوان به تخمين
كند. ايجاد چندجمله اي پياده سازي مورد در نگراني هايي است ممكن مسئله اين كنيد توجه مي گيرد. قرار استفاده
re- نام (به كارآمدي كلاسيك روش هاي دارد. a2jy mod N محاسبه به نياز U2j |y⟩ = |a2jy mod N⟩ مدار
چالش هايي با كوانتومي صورت به روش اين پياده سازي دارد. وجود مقدار اين محاسبه براي (peated squaring
معرفي قبلي ارائه در كه فوريه معكوس تبديل مدار توليد تابع از سپس نمي پردازيم. آن ها به اينجا در كه روبروست
به نهايي فاز كه باشيد داشته خاطر به شده اند. اندازه گيري تخمين كيوبيت هاي نيز نهايت در كرده ايم. استفاده شده
پيوست در مدار شكل است. تخمين كيوبيت چهار از استفاده دليل به 24 ضريب كه مي شود مشاهده r

s
× 24 صورت

مي رسيم. ۲ شكل نتايج به كنيم شبيه سازي زير شكل به را مدار اين اگر است. آمده

backend = Aer.get_backend('qasm_simulator')
results = execute(qc, backend, shots=1000).result()
counts = results.get_counts()
plot_histogram(counts)

تقسيم 24 = 16 بر را اعداد اين اگر شده اند. مشاهده برابر صورت به تقريباً 12 و 8 ،4 ،0 خروجي هاي كه مي بينيم
براي s

r
حاصل كه بزنيم تخمين را r كوچكترين كنيم سعي بايد حال مي رسيم. 0.75 و 0.5 ،0.25 ،0 مقادير به كنيم

كتابخانه هاي طريق از را فازها مي توان زير كد قطعه از استفاده با باشد. نزديك مشاهده شده كسرهاي به 0 ≤ s ≤ r−1

آورد: بدست را r و كرد پردازش پايتون

measured_phases = []
for output in counts:

decimal = int(output, 2)
phase = decimal/(2**n_count)
measured_phases.append(phase)
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۲ شكل

denominators = {}
for phase in measured_phases:

frac = Fraction(phase).limit_denominator(5)
if frac.denominator not in denominators:

denominators[frac.denominator] = 1
else:

denominators[frac.denominator] += 1
print(denominators)

تناوب دوره كه مي بينيم مي شود. محاسبه يكبار r = 2 و مرتبه دو r = 4 يكبار، r = 1 مقدار فوق كد اجراي با
مي آيد. بوجود آن زدن حدس امكان و است نزديك داده ها به بيشتر است چهار كه اصلي

اول عوامل به تجزيه
و سخت ترين مي پردازيم. اول عوامل به اعداد تجزيه بحث به شديم آشنا تناوب دوره يافتن با خوبي حد تا كه حال
باشد هم به نزديك اول عدد دو حاصلضرب مدنظر عدد كه است وقتي اول عوامل به تجزيه مسئله حالت جالب ترين
دو حاصلضرب كه است شده داده ما به A عدد كنيد فرض هستند). بزرگ است ممكن كه آنجا تا اول عوامل (يعني
اجرا نمايي زمان در كلاسيك الگوريتم هاي بهترين است. عدد دو اين يافتن ما هدف و است ناشناخته Q و P اول عدد
حل و كرد حل رقمي دويست اعداد براي را مسئله مي توان حداكثر كلاسيك الگوريتم هاي با ترتيب اين به مي شوند.

است. غيرممكن عملاً فعلاً رقمي) هزار (مثلاً بزرگتر اعداد براي آن
كافي منظور اين به است. شده داده ما به A = 21 عدد كه كنيد فرض مي كنيم. بررسي مثال يك با را مبحث ابتدا
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كنيم: پيدا غيربديهي پاسخ يك و كنيم حل را زير معادله كه است

X2 = 1 mod 21. (۲۳)

عدد اگر اما نمي كنند. ما به كمكي مسئله حل براي و هستند بديهي پاسخ هاي X = −1 يا X = 1 كه كنيد دقت
مي رسيم: زير نتيجه به آنگاه كنيم امتحان را هشت

82 = 64 = 3× 21 + 1 = 1 mod 21 (۲۴)
(8 + 1)(8− 1) = 9× 7 = 0 mod 21. (۲۵)

آن مي توان x2 − y2 = (x+ y)(x− y) اتحاد از استفاده با ثانياً مي كند. ارضا را (۲۳) معادله هشت عدد كه مي بينيم
باقيمانده كه چرا دارد، يك غير مشترك اول عامل 9 و 7 اعداد با 21 عدد كه است اين نتيجه كرد. نيز ساده سازي را
كرد استفاده اقليدس الگوريتم از مي توان مشترك عامل كردن پيدا براي است. صفر برابر 21 پيمانه به آن ها حاصلضرب

مي رسيم: زير نتيجه به دهيم انجام را كار اين اگر است. كارآمدي بسيار الگوريتم كه

gcd (21, 9) = 3, (۲۶)
gcd (21, 7) = 7, (۲۷)

مسئله اين به حال است. راحت راه ادامه 8 عدد كردن پيدا با بنابراين كرديم. پيدا را 21 عدد اول عامل دو واقع در كه
يافتن الگوريتم از راستا اين در كند. ارضا را (۲۳) معادله كه پيداكرد را عددي چنين مي توان چگونه كه مي پردازيم

مي شود. استفاده تناوب دوره
مي شود: محاسبه زير تابع تناوب دوره سپس مي شود. انتخاب (a (مثلاً تصادفي عدد يك ابتدا منظور اين به

ax = 1 mod A. (۲۸)

ترتيب اين به باشد، زوج عدد يك r است ممكن باشيم خوش شانس اگر باشد. تابع اين تناوب دوره r كنيد فرض
نوشت: مي توان

ar = (ar/2)2 = 1 mod A. (۲۹)

عمليات مي توان آن طريق از كه ماست مطلوب عدد ar/2 آنگاه نباشد، برقرار ar/2 ̸= ±1 mod A اگر ترتيب اين به
و كنيم انتخاب A − 1 تا 0 بازه از تصادفي صورت به را a رسمي تر، اگر صورت به داد. انجام را اول عوامل به تجزيه
پاسخ يك ar/2 و است زوج عدد يك ax mod A تناوب دوره 0.5 حداقل احتمال با آنگاه باشد، gcd (x,N) = 1

است. (۲۳) معادله براي غيربديهي
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پيوست

۳ شكل


